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Introduction

Dès le début du XX ème siècle, le monde a vécu des changements révoluti-
onnaires dans tous les domaines (économiques, sociaux, militaires...). Ces
changements sont accompagnés d’une explosion de données, sous plusieurs
formes. D’où le besoin d’outils sophistiqués pour manipuler ces données.

L’analyse des données est une discipline plus ou moins récente, ses bases
sont connues depuis longtemps, mais elle n’a pu être développée qu’avec
l’invention d’ordinateurs durant la 2ème guerre mondiale, ce qui a rendu le
traitement des grandes masses de données, faisable. L’analyse des données
moderne était établie par les statiticiens Jean-Paul Benzecri, Chikio Hayashi
et le psychiatre Louis Guttman, au XX ème siècle.

L’analyse des données est un champ scientifique multidimensionnel di-
rigé vers le traitement des données, afin d’extraire les informations qu’elles
contiennent (Data Mining). Ainsi, on peut exploiter ces informations pour
faire des prédictions et alors faire éventuellement des choix appropriés et
prendre de bonnes décisions (Aide à la Décision).

Il existe plusieurs méthodes en analyse des données telles que l’analyse
par réduction des dimensions et l’analyse par classification. Dans ce mémoire
on va s’intersser au 2ème axe, l’analyse par classification et plus précisément
la classification hiérarchique.

La classification hiérarchique est une méthode d’apprentissage non su-
pervisé dans l’apprentissage automatique (Machine Learning). Les données
à traiter sont à l’état brut, non modifiées et telles qu’elles existent à l’origine
(pas de classes prédéfinies). Cette méthode est constituée de deux proces-
sus principaux, la classification hiérarchique ascendante (la plus utilisée) et
la classification hiérarchique descendante. Ce sont deux algorithmes opposés
l’un à l’autre dans la démarche du traitement des donnéss.
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Ce mémoire sera constitué de 2 chapitres. Un premier chapitre où l’on
présentera la classification hiérarchique ascendante, un second chapitre concer-
nera une application numérique de la méthode avec de grandes masses de
données en utilisant le logiciel R.
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Chapitre 1

Classification Hiérarchique
Ascendante

1.1 Classification Hiérarchique Ascendante

1.1.1 Définitions

La classification hiérarchique est un algorithme qui regroupe les données
dans des classes, suivant un critère bien choisi.

Il existe de nombreuses applications de la classification hiérarchique dans
plusieurs domaines :
1) Biologie : règne animal, classification suivant l’ADN des être Humain.
2) Géographie : division géographique du Maroc.
3) Education : classification des étudients dans une établissement scolaire.
4) Marketing et commerce : segmentation des profils des clients et recom-
mendation des marchandises et des services (achat et location des voitures,
produits alimentaires...), segmentation des posts de travail dans une société.
5) Divertissement : recommendation des multimédia (filmes, videos You-
tube...).

Dans ce chapitre on va traiter la classification hiérarchique ascendante
qui est la plus utilisée dans cette catégorie.

Définition 1 :
La classification hiérarchique ascendante est un algorithme qui consiste à
considérer chaque donnée comme étant une classe au départ et essayer à
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chaque itération de fusionner les classes qui sont proches entre elles jusqu’à
les regrouper dans une seule classe, en se basant sur un critère bien choisi.

Remarque 1 :
1) La classification s’intéresse à des tableaux de données individus-variables
quantitatives.
2) Objectifs : production d’une structure (dendrogramme) permettant :

- La mise en évidence de liens hiérarchique entre individus ou groupes
d’individus.

- La détection d’un nombre de classes ”naturel” au sein de la population
(Hidden patterns).
3) Le processus s’arrêtera automatiquement quand les données se regroupe-
ront dans une seule classe, mais en prenant en considération l’étude à faire,
on choisi une étape bien précise dans l’algorithme à considérer comme point
d’arrêt.

Pour plus de précision, on considère un ensemble fini Ω d’individus (données).
On netra ω, un él’ement quelconque de Ω.
On suppose que l’on dipose d’une mesure de dissimilarité entre les classes.
Lorsque l’on parle de classification hiérarchique, on parle donc de l’existence
d’une hiérarchie, que l’on notera H.

Définition 2 :
Une hiérarchie H est l’ensemble des classes (éléments de P(Ω), ensemble des
parties de Ω) à toutes les étapes de l’algorithme, qui vérifie les propriétés
suivantes :
1) ∅ /∈ H : aucune classe n’est vide.
2) Ω ∈ H : au sommet de l’hiérarchie tous les individus sont groupés dans
une seule classe.
3) ∀ω ∈ Ω, {ω} ∈ H : en bas de l’hiérarchie, tous les individus se trouvent
seuls (une classe par individus).
4) ∀(h1, h2) ∈ H2, h1 ∩ h2 = ∅ ou h1 ⊂ h2 ou h2 ⊂ h1 : si l’on considère
deux classes du regroupement, soit elles sont disjointes, soit l’une est incluse
dans l’autre.

Pour illustrer ceci, on présente un exemple.

Exemple 1 :
Soit Ω = {A,B,C,D,E, F,G,H, I, J,K} un ensemble de points. Une hiérarchie
de Ω peut être comme suit :
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Figure 1.1 – Exemple d’une hiérarchie de parties de Ω

1.1.2 Visualisation des données

La visualisation des données se fait à travers un graphique typique ap-
pelé �dendrogramme�. Un dendrogramme est un diagramme sous forme d’un
arbre, sur l’axe des abscisses figurent les données initiales et sur l’axe des or-
données une échelle est établie pour mesurer les dissimilarités ou les indices
d’agrégation entre les classes.

La visualisation par dendrogramme est une technique visant à partition-
ner une population en différentes classes ou sous-groupes.

Figure 1.2 – Exemple de dendrogramme
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1.2 Algorithme de la classification

Dans cet algorithme on cherche à ce que les individus regroupés au sein
d’une même classe soient les plus semblables possibles (homogénéité intra-
classe), tandis que les classes soient le plus dissemblables (hétérogénéité inter-
classe).

L’algorithme est basé sur les points suivants :

1. Préparation des données

2. Critère de dissimilarité et matrice des distances

3. Fusion et choix du nombre de classes.

1.2.1 Préparation des données

La préparation des données est la première tâche à faire, en important
les données existantes ou bien en rentrant les données directement.

Remarque 2 :
On est amené des fois à centrer et/ou réduire les données. On peut aussi
recontrer le problème des données manquantes et alors soit on les supprime
ou bien on les estime.

1.2.2 Dissimilarité et matrice des distances

Soit E un sous-ensemble de Rp de cardinal n et soient, à une étape tm de
l’algorithme, les m classes de données de P(E) suivantes :
C1 = {p11 , . . . , p1r1

}, . . . , Cm = {pm1 , . . . , pmrm
} et d une distance sur Rp (par

exemple la distance euclidienne).

Définition 3 :
La dissimilarité est un critère de comparaison entre les classes de données,
notée dissim(Ci, Cj), Ci et Cj sont deux classes de la hiérarchie H à construire.

Définition 4 :
La matrice des distances est une matrice dont les coefficients sont les valeurs
des dissimilarités entre les classes deux à deux.
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On écrit l’algorithme de la classification hiérarchique ascendante, comme
suit :

Etant donnés un ensemble E = {p1, . . . , pn} et un critère de dissimilarité
”dissm”.
for (i = 1 to n)

Ci = {pi}
end
P = {C1, . . . , Cn}
while P.size > 1 do
{

(Cmin1, Cmin2) = minimum dissm(Ci, Cj) for all Ci, Cj in P
add {Cmin1, Cmin2} to P
delete Cmin1 and Cmin1 from P

}
end

Remarque 3 :

1. La dissimilarité dépend de la distance choisie.

2. Les deux classes qui ont la dissimilarité la plus faible entre elles vont
être fusionnées.

3. La matrice des distances change à chaque étape du processus de regrou-
pement des classes, suivant le critère était choisi.

On présente dans la suite quelques critères usuels de dissimiliraté.

Soient les m classes fixées ci-dessus, C1, . . . , Cm de cardinal r1, . . . , rm,
respectivement.

1) Critère du minimum ou lien simple :

On considère le minimum des distances entre les classes deux à deux :

∀ 1 ≤ i 6= j ≤ m, dissim(Ci, Cj) = min
1≤k≤ri
1≤l≤rj

(d(pik , pjl)).
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On illustre ceci par la figure suivante :

pj pi

Cj Ci

Chaque critère a des avantages et des inconvénients. Pour ce critère on
cite :

— Avantages : Ce critère permet de séparer les classes qui sont loin entre
elles.

Figure 1.3 – Données non-elliptiques avec écart. Données réelles à gauche
contre données classifiées à droite

Figure 1.4 – Données elliptiques avec écart. Données réelles à gauche contre
données classifiées à droite
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— Inconvénients : Ce critère ne peut pas séparer les données qui sont
chevauchées (effet de châıne).

Figure 1.5 – Données réelles à gauche contre données classifiées à droite

2) Critère du maximum ou lien complet :

On considère le maximum des distances entre les classes deux à deux :

∀ 1 ≤ i 6= j ≤ m, dissim(Ci, Cj) = max
1≤k≤ri
1≤l≤rj

(d(pik , pjl)).

On illustre ceci par la figure suivante :

pj pi

Cj Ci

— Avantages : Ce critère permet de séparer les classes qui sont proches
entre elles.
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Figure 1.6 – Données réelles à gauche contre données classifiées à droite

— Inconvénients : Ce critère est biaisé vers les grosses classes, c’est à dire
il classifie les données de manière à ce que les petites classes dominent
des données de grosses classes.

Figure 1.7 – Données réelles à gauche contre données classifiées à droite

3) Critère de la moyenne :

On considére la moyenne des distances entre les classes deux à deux :

∀ 1 ≤ i 6= j ≤ m, dissim(Ci, Cj) =
1

ri × rj

∑
1≤k≤ri

∑
1≤l≤rj

(d(pik , pjl)).

On illustre ceci par la figure suivante :

Cj Ci
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— Avantages : Ce critère permet de séparer les classes qui sont proches
entre elles.

— Inconvénients : Ce critère est biaisé vers les grosses classes, de plus
elle est coûteuse au nombre d’operations à éffectuer.

Définition 5 :
Soit E = {p1, . . . , pn} un ensemble de Rp.
Et Pm = (C1 = {p11 , . . . , p1r1

}, . . . , Cm = {pm1 , . . . , pmrm
}) une partition de

E.

- L’inertie totale de E est IT = 1
n

∑n
i=1 d

2(pi, g).

- L’inertie intra-classe de Pm est la somme des inerties totales des classes
Cj de P, j = 1,...,m :

IW =
1

n

m∑
j=1

rj∑
i=1

d2(pj i, gj)

- L’inertie inter-classe est :

IB =
1

n

m∑
j=1

rjd
2(gj, g).

Avec g le barycentre de E, gj le barycentre de Cj, j = 1,...,m et d une distance
sur l’espace Rp.

Le résultat suivant est d’une importance dans la décomposition d’inertie.

Théorème 1 (Décomposition de Huygens) :
Sous les hypothèses de la définition 5 on a : IT = IW + IB.
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On peut voir la décomposition en 2D dans la figure suivante :

Figure 1.8 – Décomposition d’inertie

Preuve 1 : (Décomposition de Huygens)
Soit E = {p1, . . . , pn} un ensemble de Rp.
Soit Pm = (C1 = {p11 , . . . , p1r1

}, . . . , Cm = {pm1 , . . . , pmrm
}) une partition de

E, on a :

IT = 1
n

∑n
i=1 d

2(pi, g).
= 1

n

∑n
i=1 ‖pi − g‖2, Rp est un espace euclidien.

= 1
n

∑m
k=1

∑
pj∈Ck

‖pj − g‖2, somme par paquets disjoints.

= 1
n

∑m
k=1

∑
pj∈Ck

‖(pj − gk) + (gk − g)‖2.

Où C1 ∪ C2 . . . ∪ Cm = Ω et Cr ∩ Ct = ∅, r 6= t.

IT = 1
n

∑m
k=1

∑
pj∈Ck

[
‖pj − gk‖2 + 2 < pj − gk, gk − g > +‖gk − g‖2

]
.

= 1
n

∑m
k=1

∑
pj∈Ck

‖pj − gk‖2 + 1
n

∑m
k=1

∑
pj∈Ck

‖gk − g‖2.

Car 2
n
<

∑m
k=1

∑
pj∈Ck

pj −
∑m

k=1

∑
pj∈Ck

gk,
∑m

k=1

∑
pj∈Ck

(gk − g) >= 0.

Il vient du fait que
∑m

k=1

∑
pj∈Ck

pj =
∑m

k=1

∑
pj∈Ck

gk. car gk = 1
|Ck|

∑
pj∈Ck

pj.

D’ou IT = IW + IB.
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4) Critère de Ward :
A chaque étape on regroupe les deux classes dont leur agrégation produit
une diminution de l’inertie inter-classe minimale.

∀ 1 ≤ i 6= j ≤ m, dissim(Ci, Cj) =
ri × rj
ri + rj

d2(gi, gj) = ICi∪Cj
− (ICi

+ ICi
).

Avec gi est le barycentre de Ci, gj est le barycentre de Cj, ICi∪Cj
est l’inertie

totale de Ci ∪ Cj, ICi
est l’inertie totale de Ci, ICj

est l’inertie totale de Cj

et d2 est la distance euclidienne au carré.

On illustre dans R2 cette méthode par la figure suivante :

gj
gigi,j

Cj Ci

Avec gi,j est le barycentre de Cj ∪ Cj.

— Avantages : Ce critère permet de séparer les classes qui sont proches
entre elles et il est performant dans le cas d’effet de châıne (données
chevauchées).

— Inconvénients : Ce critère est biaisé vers les grosses classes et il est
sensible aux données aberrantes (extrêmes).

Remarque 4 :
La nature des données et le choix du crirère de dissimilarité influencent la
matrice des distances et donc la classification des données, comme on le voit
dans la figure ci-dessous.
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Figure 1.9 – Exemple d’effet de châıne

- Commentaire sur la FIGURE 1.9 :

Les données (figures à gauche) sont réparties en deux groupes, un groupe
représenté par des (�+�) et l’autre représenté par des (�×�). De plus, sur
la figure du bas, un bruit est ajouté (�∗�). En utilisant le critère du mini-
mum, qui est sensible au bruit, on ne retrouve pas les groupes. Par contre,
avec le critère de Ward, même avec le bruit, les deux groupes peuvent être
distingués.

Maintenant on pense à améliorer notre hiérarchie et on se pose la question
suivante :
Quand une partition est-elle dite bonne ?

Réponse :

1) Si les individus d’une même classe sont proches.

2) Si les individus de deux classes différentes sont éloignés.

La décomposition de Huygens mesure cette similarité entre les individus
et entre les classes en se basant sur le changement de l’inertie au cours de
l’algorithme et plus précisément, elle nous permet de suggérer un indicateur
de qualité de la partition à chaque étape.
Cet indicateur est défini comme suit :
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Définition 6 :
On appelle indicateur de qualité d’une partition à une étape donnée, la qua-
tité :

R2 =
IB
IT

.

Remarque 5 :
On a 0 ≤ R2 ≤ 1, plus R2 est proche de 1, plus la partiton est meilleure.
1) R2 = 0 =⇒ ∀j = 1, . . . ,m, gj = g : les classes ont la même moyenne,
on ne peut donc les classifier.
2) R2 = 1 =⇒ ∀j = 1, . . . ,m et i = 1, . . . , j, pj i = gj : les individus d’une
même classe sont identiques. Donc les classes sont très homogènes (i.e ceci
est l’idéal pour classifier).

-Attention :
Ce critère ne peut être jugé comme absolu car il dépend du nombre d’indi-
vidus et du nombre de classes, il permet juste de comparer deux partitions
d’un ensemble E, de même nombre de classes.

On dispose aussi d’un autre coefficient de qualité d’une partition.

Définition 7 :
On appelle indice de silhouette d’un individu pj de la classe Cj noté s(pj), la
quantité :

s(pj) =
b(pj)− a(pj)

max(a(pj), b(pj))
.

Où a(pj) = 1
|Cj |−1

∑
p∈Cj ,pj 6=p d(pi, p) est la distance moyenne du point pj à

son groupe Cj et b(pj) = mink 6=j
1
|Ck|

∑
p∈Ck

d(pj, p) est la distance moyenne
du point pj à son groupe voisin.

Remarque 6 :
1) −1 ≤ s(pj) ≤ 1.
2) Une valeur de s(pj) proche de 1 signifie que le point pj est cohérent avec
sa classe mère Cj, une valeur nulle signifie que le point pj est sur la frontière
des deux classes (classe mère et classe voisine) et une valeur proche de -1
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signifie que le point est cohérent avec la classe voisine plus que la classe mère.
3) On peut comparer l’homogénéité des groupes dans leur partition, en exa-
minant la moyenne des indices de silhouette dans chaque groupe de cette
partition moyennant la quantité :

S(Ck) =
1

|Ck|
∑
p∈Ck

s(p).

Les groupes ayant les coefficients de silhouette les plus forts sont les plus ho-
mogènes.
4) Sur l’ensemble de la classification, l’indice de silhouette est donné par :

S =
1

m

m∑
k=1

1

|Ck|
∑
p∈Ck

s(p).

On illustre la méthode par la figure suivante :

Figure 1.10 – Calcul de l’indice de silhouette du point x

Remarque 7 :
1) L’inertie totale étant constante, on essaie de minimiser la perte d’inetie
inter-classe qui ne cesse que de diminuer, ce qui revient à minimiser le gain
d’inertie intra-classe qui augmente, pour aboutir à un choix optimal et donc
à une bonne classification.
2) Il existe plusieurs critères de dissimilarité autres que ceux définis aupara-
vant. Donc selon la nature des données on essaie de choisir le plus approprié.

A ce stade, on se pose la question suivante : ”quand le processus doit-il
s’arrêter” ?
La réponse à cette question est le but de la section suivante.
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1.2.3 Fusion et choix du nombre de classes

À chaque étape de l’algorithme on fusionne deux classes qui ont la dis-
similarité minimale parmi les autres, dans une même nouvelle classe, et les
autres classes de la hiérarchie H restent invariantes à priopri jusqu’à l’étape
suivante.

Ce processus de fusion se termine automatiquement par le regroupement
des données dans une seule classe. Le choix du nombre de classes est un
problème fondamental. Il n’existe pas de méthode générale pour le résoudre.
Soit on a déjà le nombre de classes évidant (à partir de la nature des données),
ou bien on le choisit en se basant sur le graphe de gain d’inertie intra-classe
(i.e la perte d’inertie inter-classe) par la méthode du coude. Cette méthode
consiste à choisir le nombre de classes en se basant sur la déviation aigûe
dans la courbe.

Dans la figure suivante on voit deux déviations, il est toujours évident de
choisir deux classes, mais on essaie de prendre d’autres, comme on le voit sur
Figure 1.11. Il exite 3 classes à choisir.

Figure 1.11 – Méthode du coude

Pour illustrer ces notions et voir les différentes méthodes utilisées dans
l’algorithme, on considère l’exemple suivant :

Exemple 2 :
On considère le tableau de données, suivant :
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x y
p1 0.4 0.53
p2 0.22 0.38
p3 0.35 0.32
p4 0.26 0.19
p5 0.08 0.41
p6 0.45 0.3

Pour obtenir les classes, on utilisera, respectivement le critère du mini-
mum, le critère du maximum et le critère de la moyenne.

Remarque 8 :
1) Pour cet exemple on n’a pas besion de la préparation des données.
2) Pour ces trois critères, on déroulera l’algorithme sans imposer de point
d’arrêt. L’algorithme (ou le processus) s’arrêtera alors, une fois que toutes
les données seront regroupées dans une seule classe.

a) Critère du minimum :

1ère étape : On calcule la matrice des distances en utilisant la distance
euclidienne et on obtient :

p1 p2 p3 p4 p5 p6

p1 0
p2 0.23 0
p3 0.22 0.15 0
p4 0.37 0.2 0.15 0
p5 0.34 0.14 0.28 0.29 0
p6 0.23 0.25 0.11 0.22 0.39 0

La valeur 0.11 est le minimum des valeurs, alors p3 et p6 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p3, p6}.

2ème étape : On recalcule la matrice de distances à nouveau avec les nou-
velles classes.

p1 p2 {p3, p6} p4 p5

p1 0
p2 0.23 0

{p3, p6} 0.22 0.15 0
p4 0.37 0.2 0.15 0
p5 0.34 0.14 0.28 0.29 0
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La valeur 0.14 est le minimum des valeurs alors p2 et p5 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5}.

3ème étape : On recalcule à nouveau la matrice des distances.

p1 {p2, p5} {p3, p6} p4

p1 0
{p2, p5} 0.23 0
{p3, p6} 0.22 0.15 0

p4 0.37 0.2 0.15 0

Remarque 9 :
La valeur 0.15 est le minimum mais elle figure deux fois dans la matrice. Là
on choisit la première dans la matrice et donc les classes {p2, p5} et {p3, p6}
vont être fusionnées dans une classe commune {p2, p5, p3, p6}.

4ème étape : Après avoir recalculé la matrice des distances, on obtient

p1 {p2, p5, p3, p6} p4

p1 0
{p2, p5, p3, p6} 0.22 0

p4 0.37 0.15 0

La valeur 0.15 est le minimum donc {p2, p5, p3, p6} et p4 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5, p3, p6, p4}.

5ème étape : On recalcule à nouveau la matrice des distances.

p1 {p2, p5, p3, p6, }
p1 0

{p2, p5, p3, p6, p4} 0.22 0

La dernière valeur est 0.22 donc {p2, p5, p3, p6, p4} et p1 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5, p3, p6, p4, p1} qui regroupe toutes
les données.
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On obtient alors la représentation graphique des résultats avec le dendro-
gramme suivant :

Figure 1.12 – Dendrogramme relatif au critère du minimum

b) Critère du maximum :

1ère étape : Pour la première étape, la matrice des distances est la même.

p1 p2 p3 p4 p5 p6

p1 0
p2 0.23 0
p3 0.22 0.15 0
p4 0.37 0.2 0.15 0
p5 0.34 0.14 0.28 0.29 0
p6 0.23 0.25 0.11 0.22 0.39 0

La valeur 0.11 est le minimum des valeurs, alors p3 et p6 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p3, p6}.

2ème étape : On recalcule à nouveau la matrice des distances avec les nou-
velles classes.

p1 p2 {p3, p6} p4 p5

p1 0
p2 0.23 0

{p3, p6} 0.23 0.25 0
p4 0.37 0.2 0.22 0
p5 0.34 0.14 0.39 0.29 0
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La valeur 0.14 est le minimum des valeurs alors p2 et p5 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5}

3ème étape : On recalcule à nouveau la matrice.

p1 {p2, p5} {p3, p6} p4

p1 0
{p2, p5} 0.34 0
{p3, p6} 0.22 0.15 0

p4 0.37 0.29 0.22 0

La valeur 0.22 est le minimum donc {p3, p6} et p4 vont être fusionnées
dans une classe commune {p3, p6, p4}.

4ème étape : On recalcule à nouveau la matrice.

p1 {p2, p5} {p3, p6, p4}
p1 0

{p2, p5} 0.34 0
{p3, p6, p4} 0.37 0.39 0

La valeur 0.34 est le minimum donc {p2, p5} et p1 vont être fusionnées
dans une classe commune {p2, p5, p1}.

5ème étape : On recalcule à nouveau la matrice.

{p2, p5, p1} {p3, p6, p4}
{p2, p5, p1} 0
{p3, p6, p4} 0.39 0

La dernière valeur est 0.39 donc {p2, p5, p1} et {p3, p6, p4} vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5, p1, p3, p6, p4} qui regroupe toutes
les données.
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On obtient la représentation graphique des résultats avec le dendrogramme
suivant :

Figure 1.13 – Dendrogramme relatif au critère du maximum

c) Critère de la moyenne :

1ère étape : Pour la première étape, la matrice des distances est la même
qu’auparavant.

p1 p2 p3 p4 p5 p6

p1 0
p2 0.23 0
p3 0.22 0.15 0
p4 0.37 0.2 0.15 0
p5 0.34 0.14 0.28 0.29 0
p6 0.23 0.25 0.11 0.22 0.39 0

La valeur 0.11 est le minimum des valeurs, alors p3 et p6 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p3, p6}.

2ème étape : On recalcule la matrice de distances à nouveau avec les nou-
velles classes.

p1 p2 {p3, p6} p4 p5

p1 0
p2 0.23 0

{p3, p6} 0.23 0.2 0
p4 0.37 0.2 0.19 0
p5 0.34 0.14 0.34 0.29 0
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La valeur 0.14 est le minimum des valeurs alors p2 et p5 vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5}.

3ème étape : On recalcule à nouveau la matrice.

p1 {p2, p5} {p3, p6} p4

p1 0
{p2, p5} 0.29 0
{p3, p6} 0.23 0.27 0

p4 0.37 0.25 0.19 0

La valeur 0.19 est le minimum donc {p3, p6} et p4 vont être fusionnées
dans une classe commune {p3, p6, p4}.

4ème étape : On recalcule à nouveau la matrice.

p1 {p2, p5} {p3, p6, p4}
p1 0

{p2, p5} 0.29 0
{p3, p6, p4} 0.3 0.26 0

La valeur 0.26 est le minimum donc {p2, p5} et {p3, p6, p4} vont être fu-
sionnées dans une classe commune {p2, p5, p3, p6, p4}.

5ème étape : On recalcule à nouveau la matrice.

p1 {p2, p5, p3, p6, p4}
p1 0

{p2, p5, p3, p6, p4} 0.3 0

La dernière valeur est 0.3 donc {p2, p5p3, p6, p4} et p1 vont être fusionnées
dans une classe commune {p1, p2, p5, p3, p6, p4} qui regroupe toutes les données.
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On obtient la représentation graphique des résultats avec le dendrogramme
suivant :

Figure 1.14 – Dendrogramme relatif au critère de la moyenne

Remarque 10 :
Pour les trois critères, les valeurs des dissimilarités augmentent d’une étape
à l’autre, et ceci vient du fait que les classes de données deviennent de plus
en plus dissimilaires entre elles d’une étape à l’autre.

Dans le paragraphe suivant on s’intéressera à la coupure d’un dendro-
gramme et à l’interprétation des résultats obtenus.

1.2.4 Coupure du dendrogramme et interprétation des
résultats

Dans la première partie de ce paragraphe, on essaie de visualiser les
résultats et de préciser les classes à considérer. La coupure du dendrogramme
est un moyen d’effectuer cette tâche. On considère un segment horizontal qui
coupe la hiérarchie H en des points particuliers. Chaque point de la coupure
correspond à une classe de la hiérarchie H, le niveau de placement du segment
de la coupure donne à priori un nombre de classes différent. En définissant
un niveau de la coupure, on définit une partion et vice-versa.

26



Exemple 3 :
On présente le deuxième dendrogramme initial de l’exemple précédent que
l’on coupe après en deux niveaux différents :

Figure 1.15 – Dendrogramme initial

Figure 1.16 – Dendrogramme coupé

La coupure donne 3 classes {p3, p6, p4} et {p2, p5} et {p1}.
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Figure 1.17 – Dendrogramme coupé

La coupure donne 4 classes {p4}, {p3, p6}, {p2, p5} et {p1}.

Dans cette deuxième partie du paragraphe, on essaie d’interpréter les
résultats obtenus.

Pour chaque classe C, on peut examiner :
1) Son effectif.
2) Son diamètre (distance entre les 2 points les plus éloignés), on le note,
diam(C).
3) La séparation (distance minimum entre la classe considérée C et la classe
la plus proche) et le numéro de la classe la plus proche, on la note, s(C).
4) Les identités des individus les plus proches du barycentre de la classe ou
�parangons�.
5) Les identités des individus les plus éloignés du barycentre de la classe ou
�extrêmes�.
En suite on peut faire une comparaison entre les différentes méthodes et voir
les classes communes, les changements, d’une méthode à l’autre...etc

En regardant les dendrogrammes obtenus, dans l’exemple précédent, on
constate qu’ils ont des formes différentes.

Dans le cas du critère du minimum, le dendrogramme a une forme en
escaliers et les indices d’agrégation des données sont très proches entre elles
sauf la donnée p1.

Dans le cas des méthodes utilisant le critère du maximum ou celui de la
moyenne, la distribution des classes est bien distinguée.
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Pour la méthode du maximum dans la FIGURE 1.16, on voit qu’il y a 3
classes.
1) La classe C1 = {p3, p6, p4} de cardinal 3, la classe C2 = {p2, p5} de cardinal
2 et la classe C3 = {p1} de cardinal 1.
2) Diam(C1) = d(p4, p6) = 0.22, Diam(C2) = 0.14 et Diam(C3) = 0.
3) s(C2) = min(d(C2, C1), d(C2, C3)) = d(C2, C3) = 0.15, donc la plus proche
classe de la classe C2 est C3.
4) et 5) Parangons et extrêmes des classes :

- Pour C1, on a un seul individu dans cette classe qui est aussi le bary-
centre : g1 = p1.

- Pour C2, on a le barycentre de C2 est le point g2(0.15, 0.395), d(p2, g2) =
0.07 et d(p5, g2) = 0.07.

- Pour C3, on a le barycentre de C3 est le point g3(0.35, 0.27), d(p3, g3) =
0.05, d(p4, g3) = 0.12 et d(p6, g) = 0.1.

On peut aussi faire une comparaison des résultats obtenus par ces différentes
méthodes. Pour le critère de la moyenne et celui du maximum, avec une cou-
pure en 3 classes, on voit qu’ils gardent la même partition C1 = {p3, p6, p4},
C2 = {p2, p5} et C3 = {p1}, cependant le critère du minimun donne une
partition différente, C1 = {p1}, C2 = {p2, p3, p5, p6} et C3 = {p4}.
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Chapitre 2

Application numérique avec
logiciel R

Dans ce chapitre on implémentera des différentes méthodes mentionnées
dans le chapitre précédent, avec le logiciel R, sur un ensemble de données
de fiches techniques des voitures, enregistré sous format ”.csv”, tiré du site
web : https ://www.auto-selection.com/.

Cet ensemble de données brutes est résumé dans les 4 tableaux suivants :
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Table 2.1 – Données1
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Table 2.2 – Données2
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Table 2.3 – Données3
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Table 2.4 – Données4

Notre objectif, dans cette partie est de faire une segmentation sur cet
ensemble de voitures de sorte à obtenir des catégories naturelles.

Dans un premier temps, on importe les données dans RStudio (environ-
nement de travail) avec la commande : ”dt < −read.csv(file.choose())”
et on commence les étapes de prétraitement des données (le centrage et la
réduction) des variables quantitatives avec la commande :
”dt1 < −scale(dt[,−1])”. On n’a pas de données manquantes à traiter, dans
notre ensemble de données.

Avant tout, on essaie de décrire et de visualiser les données brutes (i.e à
l’état initial) avec la commande ”pairs(dt)”.

L’ensemble des données comporte 80 voitures de différents marques et
modèles et 9 variables descriptives : Nombre de places, longueur en mm, lar-
geur en mm, poids en kg, nombre de chevaux, vitesse maximale (Vmax) en
km/h, accélération de 0-100 km/h/seconde, consommation en litres/100 km,
prix en euro.
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On visualise l’ensemble des données à travers la figure suivante :

Figure 2.1 – Visualisation des données deux à deux

Dans la FIGURE 2.1, on voit les différentes répartitions des données en
tenant compte de deux variables à la fois. En considérant, par exemple :
1) Le rectangle situé dans l’intersection de la ligne 4 avec la colonne 5, on
constate qu’il y a un seul groupe contenant tous les individus en examinant
le graphe de la largeur en fonction du poids.
2) Le rectangle situé dans l’intersection de la ligne 7 avec la colonne 8, on
remarque qu’il y a deux groupes en examinant le graphe de la vitesse maxi-
male en fonction de l’accélération.
3) Le rectangle situé dans l’intersection de la ligne 4 avec la colonne 2, on
voit qu’il y a trois groupes en examinant le graphe de la largeur en fonction
de nombre de places.
4) Le rectangle situé dans l’intersection de la ligne 8 avec la colonne 5, on
ne peut rien dire en examinant le graphe de l’accélération en fonction du
poids. La description différe d’un rectangle à l’autre dans la FIGURE 2.1.
Une question qui se pose : Combien de groupes peut-on considérer ?
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Pour répondre à cette question on fait une classification hiérarchique as-
cendandent avec différentes méthodes et on interprète les résultats obtenus.

a) Méthode de Ward :
En suivant les étapes de l’algorithme de la classification hiérarchique as-
cendante, on commence par le calcul de la matrice des distances entre les
individus, avec la commande : ”d < −dist(dt1)”. On fait intervenir la fonc-
tion ”hclust” qui implémente l’algorithme choisi.

On exécute donc la commande suivante : ”h.w < −hclust(d, ”ward.D2”)”,
puis on visualise les résultats de sortie de la fonction ”hclust” avec la com-
mande : ”plot(h.w,labels = dt[,1], hang = -1,cex = .6)”. On obtient la figure
suivante :

Figure 2.2 – Dendrogramme relatif au critère de Ward

Un premier coup d’oeil sur la FIGURE 2.2, nous montre que les marques
sont réparties sur l’axe des abscisses et forment différents groupes. Pour bien
visualiser la répartiton on exécute la commande : ”rect.hclust(h.w,3)”.
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Cette commande nous donne une coupure en 3 groupes, comme présenté
dans la figure suivante :

Figure 2.3 – Dendrogramme coupé relatif au critère de Ward

Dans la FIGURE 2.3, on voit 3 classes, la première classe contient les
voitures dites, voitures de hautes performances, la deuxième classe contient
des voitures de milieu de gamme avec des performaneces avancées et la
troisième classe contient les voitures d’entrée de gamme avec des perfor-
mances économiques.

Si on coupe la hiérarchie un peu plus haut, on trouvera deux classes, une
contenant les voitures de luxe et l’autre contenantt les voitures économiques.
Si maintenant, on coupe un peu plus bas, on trouvera beaucoup plus de
classes que dans les cas précédents et donc on trouvera de nouvelles catégories.

Le choix du nombre de classes est une tâche délicate. Des fois, la réponse
est clairement visible sur le dendrogramme, mais dans notre situation, on
peut considérer 2 classes comme on peut en considérer 3 ou bien 4 ...etc.
Pour préciser le choix, on utilise la méthode du coude qu’on implémente, on
obtient ainsi la figure suivante :
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Figure 2.4 – Implémentation de la méthode du coude

On voit dans la FIGURE 2.4 que le point de déviation aigue donne 3
classes à considérer (i.e la coupure définie dans la FIGURE 2.3), la première
classe C1 des voitures de hautes performances, située à gauche de la FI-
GURE 2.3, la deuxième classe C2 contient plus de voitures de milieu de
gamme, située au milieu de la FIGURE 2.3 et une troisième C3 contient plus
de voitures d’entrée de gamme, située à droite de la FIGURE 2.7. On voit
que la classification ici n’est pas totalement exacte, mais apparemment, elle
est meilleure que la classification manuelle. La qualité de la partition en 3
classes est donnée par l’indicateur R2 = 75%, qui est beaucoup mieux.

On tente d’interpréter les résultats obtenus pour mieux comprendre la répartiton
des données selon cette méthode.

1) On considère une partition en 3 classes, on exécute les commande :
”clusters.w < −cutree(h.w, 3)” et ”clusters.w”, on trouve le regroupement
suivant :

Table 2.5 – Description des classes

Comme on le voit ci-dessus dans le TABLE 2.5, on constate un chevauche-
ment dans la première ligne entre les voitures de la deuxième classe et celles
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de la troisième classe. Pour mieux voir les classes, on exécute la méthode de
silhouette pour examiner la pertinence des individus à leurs classes, avec les
commandes : ”silhouette(clusters.w,d)” et
”plot(silhouette(clusters.w,d))”. On obtient ainsi la figure suivante :

Figure 2.5 – Description des classes selon les indices de silhouette

Dans la FIGURE 2.5, la méthode de silhouette est implémentée pour une
coupure en 3 classes, C1, C2 et C3, les descriptions des 3 classes apparaissent
sur la même FIGURE 2.5.

L’examen de la pertinence des individus à la classe C1 est réalisé à l’aide
des commandes :”sil.w < −silhouette(clusters.w, d)” et ” sil.w”. Le résultat
obtenu est le suivant :
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Table 2.6 – Pertinence des individus de la classe C1

D’après le TABLE 2.6, les indices de silhouttes des individus de la classe
C1 indiquent que tout les points de cette classe ont pour classe voisine la classe
C2. La classe C1 se trouve bien isolé dans cette partiton en trois classes, car
tous les indices sont strictement positifs et même supérieurs à 0.2. Ceci est
raisonnable car cette classe contient des voitures de hautes performances et
a un prix très élevé par rapport aux autres classes.

40



De même pour la classe C2, on a le tableau des pertinencs suivant :

Figure 2.6 – Pertinence des individus de la classe C2

Le TABLE 2.6 indique que cette classe a pour voisine de tous ses points,
la classe C3 et elle est bien isolée, car les indices sont strictement positifs et
même suprérieurs à 0.1.
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Pour la classe C3, on obtient les deux tableaux des pertinences suivants :

Figure 2.7 – Pertinence des individus de la classe C3

Figure 2.8 – Suite du ”TABLE 2.7”

D’après le TABLE 2.7 et le TABLE 2.8, on voit que tout les points de la
classe C3 ont pour classe voisine la classe C2. Il y a aussi un individu d’indice
de silhouette négatif, ce qui signifie que cet indvidu n’est pas cohérent avec
la classe C3 mais avec la classe C2, il s’agit de la voiture ”Jeep wrangle”
qui a des performances avancées, donc il est clair que cette voiture est mal
classé, malgré ceci, si on compte tenu la moyenne des indices lors de chaque
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classes, S(C1) = 0.43, S(C3) = 0.50 et S(C3) = 0.50, donc C2 et C3 sont plus
homogénes que C1. Ceci revient à ce que les voitures dans C1 sont un peu dis-
tinctes et ceci est montré dans la FIGURE 2.5 avec les sauts importants des
indices de silhouettes des individus, ce qui est confirmé par ses attributs qui
sont relativement distincts, par contre pour la classe C2 et C3, on voit qu’il
y a une augmentation souple des indices de silhouette des individus dans la
même FIGURE 2.5 et ceci revient aux atributs relativement communs entre
ses voitures.

On peut aussi implémenter une méthode basée sur l’indice de silhouette
pour derterminer le nombre de classes à considérer, on a ainsi la figure sui-
vante :

Figure 2.9 – Méthode de Silhouette

D’après la FIGURE 2.9, on constate que la méthode indique 2 classes à
considérer, mais comme cela a été mentionné auparavant, on cherche toujours
des partitions autres que la partition en 2 classes, qui est dans la plupart des
cas, une partition évidente.

Dans le but d’avoir une bonne classifiction, on examine la variation des
partitions d’un critère à l’autre, ce qu’on appelle ”Crossed Validation” et on
regarde le critère le plus adapté à ce type de données.
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b) Méthode du maximum :

Le résultats correspondent à l’utilisation de l’algorithme de cette méthode
donne le dendrogramme suivant :

Figure 2.10 – Dendrogramme relatif à la méthode du maximum

Dans cette FIGURE 2.10, on voit une répartition des individus différente
de celle de la méthode de Ward. On exécute une coupure en 3 classes. On
obtient :
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Figure 2.11 – Dendrogramme coupé relatif à la méthode du maximum

Dans la FIGURE 2.11, on voit que cette méthode a réussi à mieux clas-
sifier la première classe comme l’a fait la méthode de Ward, mais elle donne
un chevauchement de la deuxième et de la troisième classe. Ceci vient du fait
que cette méthode est biaisée vers les petites classes. La première classe se
trouve assez loin des deux autres classes et ne peut donc se chevaucher avec
elles. Ceci est comfirmé par la méthode de silhouette, qui montre la perti-
nence des individus dans la figure suivante :
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Figure 2.12 – Description des classes selon les indices de silhouette

Comme l’indique la FIGURE 2.12, on voit clairement le positionnement
négatif ou presque nul d’une portione importante dans la deuxième classe.
D’après les informations contenues dans les indices de silhouette, on voit que
la classe voisine des individus d’indice négatif est la classe 3, ce qui comfirme
notre interprétation ci-dessus.

On utilise maintenant la méthode du coude pour avoir le nombre de classe à
considérer. On obtient le graphe suivant :
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Figure 2.13 – Méthode du coude

D’après la FIGURE 2.13, on voit que la courbe présente plusieurs déviations,
une augue, une douce puis une plus importante. On peut dire que la méthode
a réussi de classifier les classes naturellement dans la partition en 5 classes.
Cette partition en 5 classes est presque la même que la partition obtenue par
la méthode de Ward en 5 classes.

c) Méthode du minimum :

Comme cela a été fait pour les méthodes précédentes, on examine les
résultats obtenus par cette méthode, on commence par donner le dendro-
gramme correspondant aux données :
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Figure 2.14 – Dendrogramme relatif à la méthode du minimum

La FIGURE 2.14, montre essentiellement deux classes, l’une est grande
et sous forme d’escaliers et l’autre est plus petite. Pour plus de précision, on
effectue la coupure suivante, du dendrogramme ci-dessus et on obtient :
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Figure 2.15 – Dendrogramme coupé relatif à la méthode du minimum

Ici la situation diffère de la méthode du maximum. D’après la FIGURE
2.15, on constate que la coupure donne une petite classe coupée en deux
sous-classes et une grosse classe. Cette méthode étant sensible à l’effet de
châıne, elle donne un chevauchement de la classe naturelle 2 des voitures de
milieu de gamee avec la classe naturelle 3 des voitures d’entrée de gamme et
elle partage la classe naturelle 1 en deux.
En utilisant, l’indice de silhouette, on obtient le diagramme suivant :
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Figure 2.16 – Description des classes selon les indices de silhouette

On voit sur la FIGURE 2.16 que la grosse classe est très homogène. Ceci
vient du fait que la méthode a fait une classification en deux classes et après
elle a coupé la première classes en deux.
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En utilisant la méthode du coude, on obtient :

Figure 2.17 – Description des classes selon les indices de silhouette

On voit sur la FIGURE 2.17, une déviation de la courbe suivie d’une
presque stabilisation et juste après il y a une autre déviation, pour les 4
premières coupures, on voit sur le dendrogramme que la grosse classe n’est
pas touché, ce qui signifie que les indivdus de cette classe sont fortement
embôıtés.

Interprétation générale :

En examinant les trois méthodes ci-dessus, on peut constater qu’elles ont
des points communs et d’autres différents.
1) Points communs : Les trois méthodes ont réussi à isoler la classe des voi-
tures de hautes performances, elles indiquent que les individus de cette classe
sont un peu distincts entre eux, mais cette classe est loin d’autres classes.
2) Points de distinction : Les trois méthodes classifient la deuxième et la
troixsième classes de manières différentes. La méthode de Ward a séparé ces
deux classes, en une classe de milieu de gamme avec des individus ayant des
performaneces avancées et en une autre classe d’entrée de gamme avec des
caractéristiques économiques. Seule une voiture de milieu de gamme est mal
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classée (Jeep wrangle), ses dimensions ont joué un rôle dans sa mal clas-
sification, car cette voiture possède de petites dimensions. La méthode du
maximum, a elle aussi, séparé ces deux classes mais d’une manière biaisée
vers la classe de milieu de gamme. La méthode du minimum a considéré ces
deux classes comme étant une seule classe. Les individus de ces deux classes
sont fortement embôıés.

conclusions :
1) Il est connu que l’ensemble des voitures se répartit généralement en 3
classes, dans notre cas on a :

a) la classe des voitures de haute de gamme :

Figure 2.18 – Classe des voitures de haute de gamme

Cette classe dans est comfirmée par les trois méthodes.
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b) La classe de milieu de gamme :

Figure 2.19 – Classe des voitures de milieu de gamme

Cette classe est comfirmée par la méthode de Ward, on trouve aussi cette
classe dans la partition en 5 classes dans la méthode du maximum. En se ba-
sant sur l’indice de silhouette dans la méthode de Ward, on ajoute la voiture
Jeep wrangle à cette classe.
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c) La classe d’entrée de gamme :

Figure 2.20 – Classe des voitures d’entrée de gamme

Cette classe est comfirmée par la méthode de Ward, en enlevant la voiture
Jeep wrange et par la méthode du maximum en tenant compte les individus
d’indices de silhouette négatifs.

La méthode du minimum nous a donnée des information sur la distinction
des individus dans la premiére classe et sur l’embôıtement des individus des
deux autres classes.

2) La méthode de Ward parait plus performante dans cette classification
que les autres méthodes, car elle a pu faire une classification en 3 classes, qui
est la classification naturelle avec une pertinence des individus cohérents.
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Conclusion

La classification hiérarchique ascendante est une méthode interessante.
Elle permet de déterminer les liens naturels entre les individus, d’une manière
automatique et elle permet de visualiser clairement ces liens par des dendro-
grammes. De plus elle possède plusieurs méthodes adéquates pour différentes
situations. On peut même utiliser la ”Crossed Validation” (comparaison entre
les méthodes). Cependant, l’inconvénient de cet algorithme est le temps
d’exécution qui est en générale de l’ordre de (O(n3)) et l’espace mémoire
necessaire qui est de l’ordre de (O(n2)). Cet ordre de complexité rend le trai-
tement des ensembles de données de grandes tailles assez lourd, ce qui ouvre
la porte à l’implémentation d’autres algorithmes de complexité moins élevée
tel que, l’algorithme des ”K-means” ou bien l’implémentation mixte des deux
algorithmes, l’algorithme des ”K-means” pour le démarage de la classification
suivi de l’algorithme de la classification hiérarchique ascendante.
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